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Transformée de Fourier d’une gaussienne

Proposition 1. Si γa(x) = e−ax
2 pour a > 0 et x ∈ R, alors γ̂a =

√
π
aγ 1

4a
.

Démonstration.

Soit a > 0. Pour tous x, ξ ∈ R, on a :

ax2 + ixξ = a

(
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xξ

a

)
= a

((
x+ iξ

2a

)2
+ ξ2

4a2

)
= a

(
x+ iξ

2a

)2
+ ξ2

4a

On en déduit alors que, pour tout ξ ∈ R, on a :

γ̂a(ξ) =
∫ +∞

−∞
e−ax

2−ixξ dx =
∫ +∞

−∞
e−a(x+ iξ

2a )2− ξ
2

4a dx = e−
ξ2
4a

∫ +∞

−∞
e−a(x+ iξ

2a )2

dx

Considérons la fonction complexe z 7→ e−az
2 . Pour R > 0 et ξ ∈ R fixés, notons Γ(R) le contour suivant :

−R R

R+ iξ

2a−R+ iξ

2a

On a ainsi :∫
Γ(R)

e−az
2
dz =

∫ R

−R
e−ax

2
dx︸ ︷︷ ︸

I1(R)

+
∫ ξ

2a

0
e−a(R+it)2

dt︸ ︷︷ ︸
I2(R)

−
∫ R

−R
e−a(x+ iξ

2a )2

dx︸ ︷︷ ︸
I3(R)

−
∫ ξ

2a

0
e−a(−R+it)2

dt︸ ︷︷ ︸
I4(R)

Or, on a, par changement de variable :

lim
R→+∞

I1(R) =
√
π

a
car

∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π

De plus, on a :

|I2(R)| 6
∫ ξ

2a

0
e−a(R2−t2) dt = e−aR

2
∫ ξ

2a

0
eat

2
dt −−−−−→

R→+∞
0

De la même manière, on obtient limR→+∞ I4(R) = 0.
Il reste à étudier I3(R). Puisque l’intégrale généralisée

∫ +∞
−∞ e−a(x+ iξ

2a )2

dx converge absolument, on a :

lim
R→+∞

I3(R) =
∫ +∞

−∞
e−a(x+ iξ

2a )2

dx = e
ξ2
4a γ̂a(ξ)
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Puisque z 7→ e−az
2 est holomorphe sur C et que le contour Γ(R) est fermé, le théorème de Cauchy donne :

0 =
∫

Γ(R)
e−az

2
dz = I1(R) + I2(R)− I3(R)− I4(R) −−−−−→

R→+∞

√
π

a
+ 0− e

ξ2
4a γ̂a(ξ)− 0 =

√
π

a
− e

ξ2
4a γ̂a(ξ)

On obtient finalement que :

γ̂a(ξ) =
√
π

a
e−

ξ2
4a =

√
π

a
γ 1

4a
(ξ)
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